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4. YHDISTETYN FUNKTION DERIVAATTAAN
PERUSTUVA INTEGROINTI

Luvussa 3. esitetyt integroimiskaavat pitevit vain niissi puitteissa kuin niiden
sisdlto ja sisdinen olemus ilmentidd. Edelliselld sivulla esitettyyn varoitukseen on
syytd suhtautua vakavasti. Esimerkiksi funktio f: f(x) = (2x2 — X — 5)3 on
integroitavissa vasta, kun sulkulauseke on saatettu polynomiksi; kolmanteen
potenssiin korotus on siis suoritettava ensin. Miki on sitten syy siihen, etti
hieman erilainen funktio g: g(x) = (4x—1) - (2X2 - X — 5)3 olisi muka

integroitavissa, mutta taas funktio h: h(x) = (4x - 2) - (2X2 -X - 5)3 el kovin
helposti ole?

Selitys tdhin 10ytyy derivointikaavasta D[(f (x)" Jz n-f'(x)- [f (x)
Kyseessd on yhdistetyn funktion derivoinnin eris erityistapaus. Y1ld on
funktiossa g binomi 4x — 1, ja vain se “kantalukuna” olevan trinomin

]n—1‘

2x% —x— 5, sisdfunktion derivaatta. Niinpi on, kuten derivoiden saatat todeta

1
[@ax-1-2x? —x—5)3dx=1(2x2 —x—s)4 +C.
Jos siis integroitava funktio joko suoraan on tai voidaan integrointikaavaa (9)
kayttden mukavasti yhdistetyn funktion derivaataksi, niin integrointi on vaivatta
(?) suoritettavissa.
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Lause 7. Olkoon G funktion g integraalifunktio ja olkoon f jatkuvasti
derivoituva. Tilloin

(11) [elf 0] (x) dx =G[f (x)]+C

Tod.:  D[(Gof)(x) + C] = D[G((x)] + 0 = G[f(x)]-f “(x) =f “(x)-g[f(x)].
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Esitetyn lauseen sisilto saattaa aluksi vaikuttaa kovinkin hieroglyfimiiseltd,
mutta sen asiasisdltoon kdytinnon integraaleissa dkkid rutinoituu, jos katsoo
asian sen arvoiseksi. On siis motivaatiosta kyse. Jos integroitava funktio voidaan
kirjoittaa erdéin yhdistetyn funktion ja tdmén sisdfunktion derivaatan tuloksi, niin
integrointi sujuu syviaa sisdisti iloa tuntien. Jos erikoisesti sisdfunktio on
ensiasteinen polynomi, sen derivaatta on vakio. Talloin pystytdin sisdfunktion
derivaatta konstruoimaan integraalimerkin sisdédn kaavan (9) avulla kidyttden
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ovelalla tavalla hyviksi ykkoselld kertomista, kuten myohemmin esitettivisti
esimerkeistd nakyy.

Lauseesta 7. saadaan sen erikoistapauksena

st sfe stesie sl ste sfe sfe ste sfe sfe she sfe sfe ste sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe sl ste sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe e sl sfe s s sfe e shesfe s sl sfe e sl st s skt s

Seurauslause 7.1.
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(13) j

dx =In|f(x)|+C
14 | f'(x)ef(x)dx =™ 4 C
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Esim. 6.
jlzx (x> +3)3dx = 4j3x (x3 +3)dx =4~ (x +3)*+C=

=(x>+3)* +C

Esim.7. [x* AUx3 +3 dx =[x (x’ +3)% dx =%j3x2(x3 +3)% dx =

=i(x3 +3Vx +3+C

Esim. 8.

42de =2 22’“1" - 21n‘x2 + 1‘ +C=In(x2+4)2 +C.

X" +4 Xx“+4

Tuloksessa ei tarvita nyt itseisarvoa, kuten kaava (13) edellyttid, koskapa x* + 4
>4 > 0 aina. Logaritmin tai potenssin logaritmisdéntod takaperin soveltaen ei
logaritmin tai nelidjuuren sisdfunktio ole koskaan ei-positiivinen. Itseisarvon
merkitseminen sievennyksen yhteen vilimuotoon on sindnsi aivan paikallaan.

| dx _ 1 4dx _Inj4x - 6\

Esim. 9.

4x -6 4°4x—6 4
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Itseisarvon kdyttd on nyt ehdottoman vélttdiméton asia. Kun syvemmin pureudut
integrointiin, huomaat heti, etti tdma tulos on voimassa vain sellaisilla R:n
osavileilld, jotka eivit sisdlld pistettd x = 1¥2. Tissd pisteessd ei sen paremmin
integroitava funktio kuin integraali-funktiokaan ole edes maéritelty.

dx =
COS X COS X

sin x —I_Sinxdxz—ln‘costC.

Esim. 10. jtanx dx = I

Esim. 1. [sin(* 1) dx =2 Lsin* T 2)dx =—2c0s* 1) 4 .
2 27 2
2 2 4X2
Esim. 12. [4xe®™ dx =1 [8xe** dx=S—+C.
2 2
6 6 COS7 X
Esim. 13. jsin Xcos xdx = —j— sinxcos x)dx =— +C.

3 4
Esim. 14. | nX)” jx = [(nx)*D(Inx)dx = (ln:) +C, x>0.
X
. dx 1
Esim. 15. | = [—D(nx)dx =Inlnx|+C, x >0.

xInx Inx

Perehtymailli esitettyihin esimerkkeihin huomaat varmasti, kuinka tirkeia
integroinnin sujumisen kannalta on derivointisddntdjen hyvé hallinta.
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