MAA10 9. Médrittyad integraalia koskevia lauseita

9. MAARATTYA INTEGRAALIA KOSKEVIA LAUSEITA
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Lause 9. Suljetulla vililld jatkuva funktio on integroituva.

st sfe sfe sfe sl sl st sfe sfe sfe sfe sfe sl sfesfe sfe sfe sfe sl shesie sfe sfe sfe sfe she sl sfesfe sfe sfe sfe sfe sl e sfe sfe sfe sfeshe sl sfesfe sfe sfe sle sl stesfesfe sfe sfe s sheshe sfesfe sfe sfe sl sheshesieske

Lausetta totuusarvo jatetddan uskon asiaksi.
Sanontaa “on integroituva’ kiytettiin jo integraalifunktion késittelyn yhteydessa.
Télloin integroituminen tarkoitti integraalifunktion olemassaoloa. Lauseessa 9
tdmdi sanonta tarkoittaa sitd, ettd suljetulla vililld jatkuvan funktion
alasummalla, vilisummalla ja ylisummalla on (sama) raja-arvo, kun vilin jako

b
rajattomasti tihenee. Lause tarkoittaa siis sité, ettd [= J'f (x)dx on olemassa.

a
Kokonaan toinen asia on se, onko timai raja-arvo madritettidvissi helposti tai
vaikeasti, mutta voidaan luottaa, ettd se on olemassa.

st sfe steste sfe ste sfe sfe ste sfe sfe sie sfe sfe ste sfe sfe s sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe sl ste sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe e sl sfe s sl ste e sheste s shesfe e sk st e skt

Lause 10. Jos funktio f on jatkuva suljetulla vililla [a, b], niin
b b
[C-f(x)dx =C[f(x)dx,
a a

ts. vakiotekijd voidaan siirtdd integraalin eteen tai edessd oleva
vakiotekijd voidaan siirtdd integraalin sisddn.

Tod.: Kirjoitetaan lauseen kumpikin puoli vilisumman avulla:
n n
2, C (o) (xg —xg—1) =C 2 E (G )(xg — xg—1)
k=1 k=1
Kun funktio f on jatkuva, niin myos funktio Cf on jatkuva ja lauseen

9 nojalla integroituva. Kun annetaan integroimisvilin jaon tihentyd,
n —oo, niin ylli olevassa yhtidlossd vasempana puolena oleva vili-
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MAA10 9. Médrittyd integraalia koskevia lauseita

b
summa ldhenee integraalia j C-f(x)dx, jaoikeana puolena oleva

a
b

vilisumma puolestaan integraalia ij (x)dx.
a

st sfe stesie sfe ste sfe sfe ste sfe sfe sie sfe sfe ste sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe sl ste sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl st sfe s sfe e sheste sl shesfe e shesie s skt

sfesfe st este et el st et el sttt sl sl el el sl ettt el el el sl sl e el
Lause 11. Jos funktiot f ja g ovat jatkuvia suljetulla vililla [a,b], niin

b b b
[lf(x) + g Jdx = [f(x)dx + [g(x)dx,
a a a
Tod.: Kun funktiot f ja g ovat jatkuva, niin myos niiden summafunktio

f + g on jatkuva ja lauseen 9 nojalla integroituva. Kun késitelldin
funktion f + g vilisummaa, niin saadaan

i[f(tk) +g(t)] (x, —x ) = ff(zk)(xk —x_ )+ ang(fk)(xk —x)
- k=1 k=1
b b
- jf(x)dx +Ig(x)dx, kun n — oo.

st sfe sfe sfe sl sl sie sfe sfe sfe sfe sfe sl sfe sfe sfe sfe sfe sl shesie sfe sfe sfe sfe she sl sfesfe sfe sfe sfe sfe shesie sfe sfe sfe sfe sheshe sfesfe sfe sfe sfe sl stesfesfe sfe sfe sl sheshesfesfe sfe sfe sl seshesie ke

Tédhdn saakka on pidetty selvini, ettd integroimisessa yldraja b on aina ollut
suurempi kuin alaraja a. Poikkeus on kerran tehty pinta-alafunktion késittelyn
yhteydessd yhtdasuuruus sallien, mutta ei endd médrdtyn integraalin teoreettisessa
kasittelyssd. Annetaan nyt integroimisrajojen vapaasti yhtyd ja sovitaan
(méidritellddn), miten menetelldén tilanteessa, jossa alaraja on yldrajaa suurempi;

st sfe ste e sfe ste sfe sfe ste sfe sfe ste sfe sfe ste sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe s ste sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe sfe s sfe e shesfe s shesfe e she st e skt

Maaritelma 3.

a

[f(x)dx =0

a

b a

[f(x)dx =—[f(x)dx, kun a>b.
a b

st sfe stesie sl ste sfe sfe ste sfe sfe ste sfe sfe ste sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe she sfe sfe st sfe sfe st sfe sl ste sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe e sl sfe sfe s sie e shesfe s sl sfe e ke st e skt s
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MAA10 9. Médrittyad integraalia koskevia lauseita

Tama miiritelma (siis sopimus, suom. huom.) on erittdin kdyttokelpoinen ja siti
sovellutuksissa varsin usein kdytetddn. Tarvettakin ilmenee jo seuraavassa
lauseessa.

st sfe sfe sfe sl sl st sfe sfe sfe sfe sfe sl sfe sfe sfe sfe sfe sl shesie sfe sfe sfe sfe she sl sfe sfe sfe sfe sfe sfe shesie sfe sfe sfe sfeshe sl sfesfe sfe sfe sfe sl stesfesfe sfe sfe s sheshesfesfe sfe sfe sl shestesieske

Lause 12. Jos funktio f on jatkuva kaikilla kyseeseen tulevilla véleilld, niin
C

b b
jf(x)dx = jf(x)dx + J-f(x)dx ,
a a c

Tod.: Olkoon aluksi a < ¢ < b. Suoritetaan vilin [a, b] sellainen
(tasavilinen) jako, missi ¢ on yhtend jakopisteend. Jakopisteet
lueteltuina pienimmaisti suurimpaan ovat talldin

a=X(,X[>X2,X3, X455 Xy =C, X[ -+» Xn_2>Xn—1>Xp =D,

ja funktion f vilisumma yli vilin [a, b] voidaan jakaa kahdeksi

> F(t) - (xg —xgp = 2 (O)xg =X+ D F () (xg —Xk_p)
k=1 k=1 k=m-+]

Jaon tihentyessd oikeanpuolen ensimméiinen summa lihenee
funktion f maérittya integraalia yli vélin [a, c] ja jalkimmiinen
saman funktion méiardttyd integraalia yli vilin [c, b], misté tulos jo
seuraakin tapauksessa a < c <b.

Olkoon sitten piste ¢ vilin [a, b] ulkopuolella, vaikkapa c < a <b.
Maéiritelmén 3 ja lauseen jo todistetun osan avulla saadaan:

b a b b b a

If(x)dx = jf(x)dx + jf(x)dx & If(x)dx = If(x)dx - If(x)dx S
C C a a C C

b a b b C b
& [fx)dx ==[f(x)dx + [f(x)dx & [f(x)dx = [f(x)dx + [f(x)dx.
a C C a a C

Tapaus a <b < c on vastaavanlainen yhtédlokisittely.

st sfe stesie sfe st sfe sfe ste sfe sfe sle sfe sfe ste sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe sl ste sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe sfe s sfe e sheste s shesfe e shesie s skt s
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st sfe sfe sfe sl slesie sfe sfe sfe sfe sfe sl sfesfe sfe sfe sfe sl shesie sfe sfe sfe sfe she sl sfe sfe sfe sfe sfe sfe shesie sfe sfe sfe sl sheshe sfesfe sfe sfe sle sl stesfesfe sfe sfe s sheshe sfesfe sfe sle sl sheshesieske

Lause 13. Olkoon funktio f on jatkuva ja ei-negatiivinen suljetulla vililld [a,b].

b

Jos Vx e [a,b] f(x)=0, niin J'f(x)dx =0 ts. jos vilin jokaisessa
a

pisteessd funktio saa arvon nolla, niin funktion méérétty integraali

yli tdllaisen vélin havidi
b

Jos Vx e [a,b] f(x) >0, niin J'f(x)dx >0 ts. jos vilin jokaisessa
a

pisteessd funktio saa positiivisen arvon, niin funktion miaritty

integraali yli tdllaisen vilin on my0s positiivinen.

Tod.: Jos f(x) = 0 tarkasteltavan vilin jokaisessa pisteessd, niin missi
tahansa vélisummassa jokainen termi on nolla ja tillaisten termien
summa on nolla, onpa niitd miten monta hyvénsi.

Jos sitten oletetaan, ettd f saa jokaisessa vilin pisteessd positiivisen
arvon, niin funktiolla f jatkuvana on tilléd vililld pienin arvo. Olkoon
se m. Funktiolle f muodostetuista valisummista kaikkein pienin on
jakoon n = 1 liittyvéa vilisumma m(b — a) > 0. Funktio f jatkuvana on
myOskin integroituva ja integraalin arvon ilmoittaa talloin myos
alasummien raja-arvo, kun integroimisvélin jako rajattomasti
tihenee. Kun jaon tihentyessd alasumma ei missdin tapauksessa
ainakaan pienene ja se pienimmillédéinkin on positiivinen, niin silloin
b
myos jf(x)dx >0.

a
st sfe sfe sfe sl sl sie sfe sfe sfe sfe sfe sl sfe sfe sfe sfe sfe sl she e sfe sfe sfe sfe she sl sfesfe sfe sfe sfe sfe shesie sfe sfe sfe sfesheshe sfesfe sfe sfe sfe sl stesfesfe sfe sfe s sheshesfesfe sfe sfe sl s shesieske

Todistetulla lauseella on viliton seuraus:

st sfe ste e sfe ste sfe sfe ste sfe sfe ste sfe sfe ste sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe sl ste sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe s s sfe e shesfe sl shesie e she st s skt

Seurauslause 13.1.  Olkoon funktiot f ja g jatkuvia suljetulla vililld [a, b] ja
olkoon vilin jokaisessa pisteessd f(x) > g(x) sekd a < b.

Tillsin
b b
[f(x)dx = [g(x)dx,
a a

st sfe stesie sl ste sfe sfe ste sfe sfe st sfe sfe ste sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe sl ste sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe e sl sfe sfe sl sfe e shesfe s shesfe e sl sl s skt s
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MAA10 9. Médrittyad integraalia koskevia lauseita

Lausetta 13 seurauksineen kdytetiin ehki eniten joidenkin viitteiden
todistamiseen, mutta joskus my0s integraalin suuruusluokan arviointiin
tapauksissa, joissa integraalia ei saada heti suoraan lasketuksi. Seuraavalla
lauseella on hiukan vastaavaa merkitysta.

st sfe sfe sfe sl sl sie sfe sfe sfe sfe sfe sl sfe sfe sfe sfe sfe sl shesie sfe sfe sfe sfe she sl sfesfe sfe sfe sfe sfe shesie sfe sfe sfe sl sheshe sfesfe sfe sfe she sl stesfesfe sfe sfe s sheshe sfesfe sfe sfe sl shestesieske

Lause 14. Olkoon funktio f jatkuva suljetulla vililld [a,b] , a < b. Olkoon
edelleen m ja M funktion f tédlld vililld saavuttamat pienin ja suurin
arvo. Talléin

b
m(b—a) < [f(x)dx <M(b-a),
a
missd yhtdsuuruus tulee kyseeseen vain silloin, kun f on
vakiofunktio.

Tod.: Vakiofunktion tapaus on triviaali. Oletetaan siis, ettei f ole vakio
koko vililld. Vilin [a, b] jokaisessa pisteessd on voimassa f(x) > m.
Seurauslauseen 13.1 nojalla saadaan, jotta

b b
[f(x)dx = [mdx =m(b —a),
a a
missd yhtdsuuruus tulisi kyseeseen vain silloin, kun f olisi vakio.

b
Koska funktion vakioisuus suljettiin pois, niin m(b—a) < j f(x)dx.
a
Vastaavalla tavalla todistetaan viitteend olevan kaksoisepayhtdlon
b
oikean puoleinen epdyhtilo j f(x)dx<M(b—-a).

a
st sfe sfe sfe sl sl sie sfe sfe sfe sfe sfe sl sfe sfe sfe sfe sfe sl shesie sfe sfe sfe sfe she sl sfesfe sfe sfe sfe sfe shesie sfe sfe sfe sfe sheshe sfesfe sfe sfe she sl stesfesfe sfe sfe s sheshesfesfe sfe sfe sl sestesie ke

Seuraavaksi todistettavalla integraalilaskennan viliarvolauseella on keskeinen
merkitys johdettaessa yleisteoreettisesti mairityn integraalin
madrittimismenetelmi. Siind on paljon yhtéldisyyttd pinta-alafunktion
yhteydessa esiteltyyn ’derivaatan kautta” -menetelméin.

st sfe steste sfe ste sfe sfe ste sfe sfe sie sfe sfe ste sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe sfe st sfe s ste sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe sfe sl sfe s s sfe e sheste s shesfe e she st e skt s

Lause 14. Integraalilaskennan viliarvolause

Jos funktio f jatkuva suljetulla vililld [a,b] , a < b, niin vastaavalta
avoimelta vililtd 16ytyy ainakin yksi sellainen piste &, etti

b
[f(x)dx =f(€)(b-a),
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MAATI10

Tod.:

9. Médrittyad integraalia koskevia lauseita

Jos f on vakiofunktio, niin pisteeksi & kelpaa miki tahansa avoimen
vilin piste. Oletetaan siis, ettei f ole vakio koko vililléd [a, b]. Talloin
paitsi ettd se saavuttaa suurimman ja pienimmén arvonsa M ja m, se
saavuttaa kaikki ndiden arvojen viliset arvot ainakin yhdessi
pisteessd. Olkoot nyt x; ja x, sellaiset vilin [a, b] pisteet, ettd

f(x1)=m ja f(xp)=M,x; <x5. Soveltamalla aluksi lausetta 14

saadaan aluksi, jotta
b
m(b—a) < [f(x)dx <M(b—a)

a
ja edelleen jakamalla lausekkeellab —a >0

b
1
m<——- | f(xX)dx <M..
— J (x)

Viimeksi kirjoitetusta kdy ilmi, ettd integraalin arvo jaettuna
integroimisvilin pituudella on aina funktion pienimmin ja
suurimman arvon vilissd (vakiofunktion tapaus poissuljettu). Vililtd
a < x < b loytyy, itse asiassa vililtd x; <x <x, l0ytyy nyt sellainen
piste &, ettd funktio f tilld vililld saavuttaa tismiilleen sen arvon,
joka on integraalin arvon ja vilin pituuden osamiird, koska jatkuva
funktio saavuttaa jokaisen pienimmén ja suurimman arvon vélisen
arvon ainakin kerran. Siten piste & toteuttaa ehdon

b
P I f(x)dx =f(§), josta nimittdji poistamalla saadaan viite.

—a
a

e sfe sfe sfe sfe sfe sfe st sfe sfe sfe sfe sfe she sl sie sfe sfe sfe sfe she shestesfe sfe sfe sfe sfe sl sfe sfe sfe sfe sfe sfe shesfesfe sfe sfe sfe shesheste sfe sfe sfe sfe s she sfesfe sfe sfe sl sheslesiesfesfe e slesesk

Huom.! Todistuksessa on pidetty ikéédn kuin selvénd, ettd x; < x, . Néin ei

tietenkadn ole aina eiki ainakaan silloin, kun f on koko vililld aidosti viheneva
funktio. Todistuksessa tulisi tietenkin kisitelld tdma tapaus, jos tiukkapipoisia
oltaisiin. Muodollisesti prosessi on kuitenkin tdysin samanlainen, kasitelldin
vain vilid x5 <x <Xj.

Lihdetéddn ndiden pohjustusten jilkeen tarkastelemaan funktiota, jossa
muuttujana on midrityn integraalin yldraja ts. funktiota

I=1(x) = [f(0)dt,

a
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MAA10 9. Médrittyad integraalia koskevia lauseita

missd f on jatkuva vililld [a,b]. Téssd integraalissa siis tarkastellaan vilid [a,x],
missd muuttujana on vélin loppupiste aivan niin kuin oli pinta-alafunktiossakin.
Tédssd on merkitty symbolilla t sitd muuttujaa, joka juoksee vilin a:sta x:4édn. Jos
tdmén integraalin valisummia kirjoiteltaisiin nékyviin, niin jakopisteet olisivat

a=ty,t,0,t3,04,...,th_0, 1, [ =X.

st sfe sfe sfe sl sl sie sfe sfe sfe sfe sfe sl sfe sfe sfe sfe sfe sl shesie sfe sfe sfe sfe she sl sfesfe sfe sfe sfe sfe shesie sfe sfe sfe sfe she sl sfesfe sfe sfe sfe sl stesfesfe sfe sfe s sheshe sfesfe sfe sfe sl shestesieske

Lause 15.

X
Funktio I: I(x) = [f(t)dt on vililli [a,b], a < b derivoituva
a

jaI'(x) = f(x).

Tod.: Muokataan funktion I erotusosamaaraa tukeutuen maaritelmain 3
seka lauseeseen 14:

x+h X
I(X+h2—I(X) :%{ .[f(t)dt—J.f(Z)dt} =

X x+h X x+h
%{ [fodi+ [ fdi—]| f(t)dt} =%- [ f®at.

Sovelletaan integraalilaskennan viliarvolausetta 14. Sen mukaan
avoimelta vililtid Jx,x +h[ 16ytyy ainakin yksi sellainen piste &, etti
x+h
f(§) = integraalin J f(t)dt arvo jaettuna vilin pituudella h (tai
X
x+h
timin vastaluvulla) eli ettd f(§) = v . jf (t)dt. Talloin
X

erotusosamadrille saatua arvoa edelleen muokaten saadaan:
x+h
1

1
—- f()dt=—-f(S)-h=1(S).
. j (Odt=-£(8) - h=£()
Kun annetaan h:n lhestyd rajattomasti nollaa, niin lukujen x ja x + h
viilissi varmasti oleva luku § ldhestyy rajattomasti x:i4. Koska f on
jatkuva, niin

lim f(&)=f(x)= lim
—X h—0
Rotesteskokkokoskosk s sk sk sk st st s sk ok ok st st sl sk sk sk sk st e sk skeok st st sfe sk ok ok skt st sk sk sk sk ke e s sk sk sk ket sfe sk skok

I(x+h)—-1I(x) _TI(x).
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MAA10 9. Médrittyad integraalia koskevia lauseita

Todistettua lausetta voidaan pitdd sisilloltddn varsin yllittavana. Madritty
integraali, erds raja-arvo, onkin nyt ’sangen lidheistd sukua” integraalifunktiolle.
Tétd seikkaa tietenkin pinta-alafunktion késittely jo vahvasti ennakoi.

Mairityn integraalin teoreettinen kisittely aloitettiin lauseella 9, jonka mukaan
suljetulla vélilld jatkuva funktio on integroituva ja tarkoitettiin sanonnalla sité,
ettd madrdtty integraali esimerkiksi vdlisumman raja-arvona on olemassa. Tassi
yhteydessi lause tarkoittaa sitd, ettd funktio I: I(x) eli funktion f méérétty
integraali yli vilin [a, X] on olemassa. Juuri saadun mukainen tulos 1"(x) = f(x)
osoittaa, ettd tdlld funktiolla on vield derivaattakin, miké puolestaan takaa
funktion I jatkuvuuden.

st sfe sfe sfe sl sl st sfe sfe sfe sfe sfe sl sfesfe sfe sfe sfe sl shesie sfe sfe sfe sfe she sl sfesfe sfe sfe sfe sl shesie sfe sfe sfe sfe sheshe sfesfe sfe sfe sle sl stesfesfe sfe sfe s sheshesfesfe sfe sfe sl shestesie ke

Lause 16.
ANALYYSIN PERUSLAUSE

b b
[f(x)dx = /F(x) =F(b) - F(a)

a a

Tod.: Olkoon F jokin f:n integraalifunktio. Kun lauseen 15 mukaan my0s
funktio I on jokin funktion f integraalifunktio, niin I ja F eroavat
toisistaan korkeintaan vakiolla elikka

I(x) =Fx)+C
Mairitelmén 3. nojalla tiedetéddn, ettd I(a) = 0, joten

F(a) + C=0, josta C=-F(a).
Siten on

X
I(x) = [f(t)dt = F(x) - F(a),
a
ja kun tidhén vield sijoitetaan x = b, niin saadaan pitkéén ja hartaasti
pohjustellen etsitty tulos
b
I(b) = [f(t)dt = F(b) — F(a).

a
s st st sk s st sk sk sfe st sk sfe s st sk sk s st sk sk s st sk sfe s st sk sk s st sk s sl st sk sk sk st sie sk s st sk sk s st sk sfe sk ste sk sk s st sk sk s st sk sk sk

Saatu tulos on differentiaali- ja integraalilaskennan ydinasia, ja sitd merkitdén
yleisesti ja kansainvilisesti
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MAA10 9. Médrittyad integraalia koskevia lauseita

b b
[f(x)dx = /F(x) =F(b) - F(a)

Asia voidaan suusanallisestikin formuloida:

Mairittyd integraalia ei tarvitse ldhted laskemaan kéyttden mitdédn raja-arvon
midrittimismenetelmii, vaikka midritty integraali — se mielessi pidettikdon ja
monesti, ainakin vield yhdesti ja sangen painavasti mainittakoon — on eris raja-
arvo. Integraalin arvo voidaan siis laskea tiysin mekaanisesti:

Otetaan jokin funktion f integraalifunktio F, tavallisesti se, jossa vakio C =
0. Lasketaan, mitd on F(b) ja miti on F(a), ja vihennetidin niin saadut
luvut toisistaan.

Kun médratyn integraalin ndin méarittad, ei tarvitse koko késitettd vihddkain
ymmartdi eikd edes ajatuksissa kiy, ettd joka kerta on kyseessé erdin raja-arvon
madritys. Sen sijaan on hivenen vaikea ymmartdi sellaista opettajaa, joka
korostaa méirittyd integraalia pelkistidédn integraalifunktion kahden arvon
erotuksena.

Sanotulla oudolla korostuksella on hyvin loogisia seurauksia. Korkeammassa
matematiikassa kisitelldédn pinta- ja tilavuusintegraaleja. Kun yksiulotteisessa
avaruudessa laskettavan méérityn integraalin yhteydessé juostaan erés x-akselin
vili, niin itse integraalin laskemisessa olennaisia ovat vain vilin piitepisteet.
Kun otetaan integraalia jokin pinnan yli, tilld pinnalla on reunaviiva. Jos taas
tarkastellaan tilavuusintegraalia, niin tdllainen tilavuus maérdytyy jonkin
umpinaisen pinnan kautta. Erditd tilavuusintegraaleja voidaan muuttaa tilavuutta
rajoittavan pinnan yli otetuksi pintaintegraaliksi ja pdinvastoin. Toisekseen
sitten pintaintegraaleja voidaan muuttaa pintaa rajoittavaa reunaviivaa pitkin
otetuksi viivaintegraaliksi. Siis kaksiulotteisessa avaruudessa jonkin pinnan yli
otettava integraali voidaan palauttaa pelkistiin pintaa rajoittava reunaviivan
kisittelyyn ja kolmiulotteisessa avaruudessa tilavuustilavuusintegraali voidaan
palauttaa raja-pinnan késittelyksi (ja pdinvastoin)

Pinta- ja tilavuusintegraaleja laskettaessa on luonnollisesti suoritettava
jonkinlaisia derivointi — tai integrointioperaatioita, kuten olet huomannut
tarvittavan myos yksiulotteisissa tapauksissa. Ndmai asiat saavat nyt kuitenkin

jadda korkeakoulu-opintojen puolelle.

Kun integraalin laskeminen on pelkkéi alkeismatematiikkaa, ei tehtdvin

9(12)
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b
Laske ff(x)dx
a
vaikeusaste vilttamaittd vield pddtd huimaa. Tosin poikkeuksia 10ytyy, silld
saattaa olla hankala 16ytda f:n integraalifunktiota, tai f voi olla paloittain
madritelty tai sisdltidd itseisarvoja.
Kokonaan toinen asia on sitten méiiridtyn integraalin soveltaminen pinta-alojen
tai tilavuuksien médrittimiseen puhumattakaan sovellutusmahdollisuuksista
fysiikan puolella. Ndissd soveltavissa tehtidvissd on usein huomattavaa painoa
silld, ettd saattaa itse joutua madrittimadn integroimisrajat ja monesti myos sen
tavaran, mitd integraalimerkin ja dx:n viliin tyontdi. Itse integraalin laskeminen
saattaa pistetuotoltaan olla korkeintaan puolet tehtdvin maksimipistemadrista.
b
Jos siis suoritettavanasi olevan tehtavian sanamuoto on: laske I f(x)dx, niin
a
l6ydettyési funktion F, jolle

on voimassa valin [a, b] JOKAISESSA PISTEESSA ehto

F(x) = (%),

loppu on pelkkéd rutiinia, ehki huolellisuutta vaativaa, mutta ei juuri edellyta
tavanomaisia peruslaskutoimituksia kummempien asioiden hallintaa.

Joissain tehtivissd saattaa kdyda kylld niinkin, ettd helposti 10ydetdédn funktio F,
joka tdyttdd ehdon F'(x) = f(x) vililld [a, b] vain osittain (ei siis vilin jokaisessa
pisteessi), eikd titd pikku puutetta huomata, niin pistesaalis ei tahdo
suorituksesta paljonkaan karttua.

T T
Esim. 25. fcosxdx =/sinx=0-0=0.

0 0
n L8
2 2 I I
Esim. 26. Icosxdx= / sinx=sin——sin(——)=1-(-)=1+1=2.
- - 2 2
-3 -
4 4 4 3
Esim. 27. j(x+1)2dx:j(x2+2+i)dx=/(x—+2x—l)=
X <2 3 X
1 1 1
43 11 1 3
=—+24—-———(=+2-1)=214+8———-1=27~.
3 4 3 4 4
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4
Esim. 28. Laske J ‘3 — x‘dx .

0

‘3 ‘ 3—x,kun3—-x2>0eli kunx<3
_X:
Xx—=3,kun3—x<0eli kunx>3

Koska integroitavalla funktiolla on erilainen esitysmuoto
integroimisvilin eri osavileilld, niin integroidaan paloittain (lause

12)
4 3 4 3 X2 4X2
H3—X‘dx=I(3—X)dx+I(x—3)dx=/3x——+/——3x=
0 0 3 o 2 32
=3-3—2+O+§—3-4—(2—3-3)=4l+8—12+4l=5
A 2 2 2 2 2
y

v

3 4

Huomautetaan, etti jos tahtoo suorittaa pelkin sijoituksen nollasta
neloseen, niin tdytyy 16ytyi sellainen integraalifunktio F(x), jolle
F(x)= ‘3 - x‘ vilin [0,4] jokaisessa pisteessd. Kun nyt derivaatta F~
on olemassa, niin tidytyy funktion F(x) olla jatkuva.

3—x,kun3—-x2>0eli kunx<3

Koska ‘3—x‘= ) , hiin
x—3,kun3—x<0eli kunx>3

X2
3x—7+C,kunOSXS3

Feo=1

%;—3X+Cbkm13<xﬁ4
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Jatkuvuuden kannalta kriittinen kohta on x = 3, koska F(x) muutoin
on jatkuva kahtena paloittain méédriteltynd polynomifunktiona.

2
lim FGO= Jim Gx— % +0)=C+4- =F(3)
X—3— X—3— 2 2
x2 1
lim Fx)= lim (—-3x+C) = —45
X—3+ X—3+

1 1
Jatkuvuus pisteessd x = 3 toteutuu nyt ehdosta C + 45 =C; — 45 =

Cy =C+9. Valitaan nyt C =0, jolloin C, =9 ja integraalin arvo
voidaan laskea sijoituksena nollasta neloseen seuraavasti:

X2
3X—7,kunOSXSS

Eris jatkuva integraalifunktio F(x) =< 5 ja

%—3X+9,kun3<xs4

1 16 0’
[B-xldx=F4)-F0)=—-3-4+9-3-0+—=5
0 2 2

Osaat varmaan itsekin paitelld, kumpi menetelmd helpompi oli.
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